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三角形板の座屈振動たわみ問題の数値解法
? ? ?
杉 昇 八
Numerical Method of Solving the Buckling， Vibration and 
Bending Problems of Triangular Plates 
Shohachi WAKASUGI 
Problems of the buckling， vibration and bending of simply supported or fixed triangular 
plates with arbitrary planes are solved by a numerical method. Introducing “triangular coordin-
ates" which use three coordinate variables， the differential equations and boundary conditions 
of three edges of plates can be represented in symmetric forms with respect to these coordi. 
nate variables， and then the problems can be easily solved by the purely numerical method 
replaceing these equations by the corresponding finite-difference equations. 
Numerical computations for several cases show that出epresent method using the trian-
gular coordinates needs less labour to obtain the close approximation to exact values than the 
one using the skew coordinates. 
緒
長方形，円形など以外の平面形を有する平板の座屈，振動，たわみ等の弾性問題は境界条件を満
足させることの困難のため，その解が多くは得られていないようである D 特に三角形板については
特殊な平面形以外の場合の解はほとんど得られていないc 本論文は周辺が国定または支持された任
意の三角形板の問題を階差法によって解く為の一方法について述べる口
徴分方程式を階莞方程式に変換して解く場合，格子点がなるべく境界上にくることが計算の容易
さの点から望ましいと考えられるD との点からすると，等間隔の格子網目を用いる限り任意の形の
三角形板の間題を扱うには直交座標系は用いられず斜交座標系を用いねばならなし可。しかし，斜交
座標系の座標軸を三角形の3辺のどれに対して平行にとるかについては3種の方法があり，とり方
によって結果が異なる G 換言すれば三角形の 3辺に対する取り扱いが異なるが，これはなるべく対
称的な方法が好ましいと考えられる口その方法のーっとして本論文において座標変数を3個使用す
るいわゆる三角座標系を用いる方法について述べ，数値計算等により前者との比較をした口
2 微分方程式の階差化
一様な厚さ tを有する平板の座屈，振動，たわみ問題の解くべき徴分方程式は周知のように次式
にて与えられる o (本論文で述べる方法は必ずしも一様な厚さでなくてもよいが，説明は簡単のた
め一様な厚さのものについて述べる。〉。2W .，. ()2州内2
座屈，曲げ DムムW 十 N 一一一十 N ヱ一一 2N ニニ =q w ax2 .-.L~'II ay2 .， "~W'll axay 
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D， p 板の曲げ剛性，材料の密度
N均 N世，Nx世;板の中央面内に作用する等分布荷重
の単位長当りの大きさ
ω;円振動数 ラ
q 板に垂直に作用する分布荷重の単位
面積当りの大きさ
ム = fJ2ja X2十 a2jay2 
九
また，X， Yは板の中央面内にとった直交座標である o
これに対して第 l図に示すように三角形板OABに対
して三角座標乙 η，ζをとると
X = ~十万 cosr -c cos s、
用~ .・H ・.(2) 
y = マsinr十 csin βJ 
ことにα，s，rは図に示すように三角形の内角の大きさであるo三角座標は乙のように二次元の物体
に対している 3 個の座標変数を用いるから，点が与えられでも~，甲， C は一義的には定まらない。し
かし乙れを利用して数学的取り扱いを対称的にしようとするものである o なお，いうまでもないが
三角座標の3変数中任意の 2個を用いると一般に斜交座標となる。く2)式より α十点十r=1800 の
関係を用いて次の関係式が得られるョ
第 1図座 標
?
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8w 1 I 門 aw 一 θ叩¥一一一一 = 一一一一一-I COS fj 一一一 + cos r -;:;-:;:-1 ay sin α¥ tJ aマ I '"'~.... aC) 
、
?
? ??、 、
? 、 ，
? ?
』? ?
』
同じようにしてさらに 82wj8x2，82ω/θy2， â2wj8x8y などが得られる o このときたとえば~，マの
みで表わすと，換言すれば斜交座標~， η で表わすとくラプラ.ス損算子を例として説明する〉
ム~ (~2~ 十 02WFW}叩=一一一一 l一一一 一一一一 2cos r一一一lsin2 r ¥ 8;2 a万 8;8マノ …(4) 
上式右辺第3項のため後述するような計算上都合の悪い点を生じ，また周辺に対する取り扱いが非
対称的となる。そこでさらに座標変数cを用いてこの項を消去すると対称的な形の次式が得られる D
1. ~ 82w . ~，' 82w . ~ _.82加、ムw 向mr ¥sin2α 百子十 sin2s百i-+ sin2 r京1-) .・H・- (5) 
ただし対称的な形式だけならば (4)式の第1，2項を消去した形の次式も得られるo
I . 82ω ^ a2叩 . _ 82叩 1ムwz - -Hlmα 百百ご-sins京百十 sinr寄Ei1J) …H・H・(6)
しかし本論文では (5)式のようにどの座標変数についてもやむを得ない場合以外は奇数階の徴係
数を用いないようにする白このことは後述するような本論文の方法の特長の原因となるようであ
るo 上述の方針によって82wj8x2，f)2wj8y2， 82卸/8x8yを三角座標によって表わせば次のようにな
るD 。2W θ2出
8x2 a~2 。2W 1 (~ f)2w . . ~，.， ~2叩 1O~~.~ _ ~~_， ~~~_ ~ 1-2cosscosrsina ~;; + sin2s云了+sin2r一一ー ト8y2 2sinαsintsinr ~，"，~...t-'-~.... ...， ~U..... 8;2 I ""U~_ I-' 8~2 I ...U~~. 8，2 f -・ (7)? ? ?。 _ _， 82w . n ~ 82叩 1
2sinαS五戸nrt -sinα山 (s-r)ai;十sin2
なお，正三角形板のときは α=両=r=600 とおいて
ム~ {é!:~ + ~2~ + ~2~ l 加~っτ τr 十一~é; t3 l a、 fjlj θ(2J 
となりム却は対称的な形にて表わされる。また，直角三角形板のときは α十s=r=90。とおいて
ム 82即日2W
叩ニ否7 十百五T
すなわち，直角三角形板の問題を扱うときは直角をはさむ2辺の方向に座標軸をとる直交座標系を
用いるのと，せん断座屈の場合を除いて実質的にほとんど等しい。
さて，以上によって徴分方程式は三角座標を用いて表わされたから次の問題はこれを階差方程式
に変換することであるo このことについては諸文献1)に記されているからここでは詳細は省略し，
本論文ではその概要のみを記すことにする口先ず，本論文ではいわゆる第一次近似の階差式を用い
る方法によった口たとえば格子間隔をhとして，
dw 1 r ， .." ." 1 7正一=三万tw(川)- w(x-h) J 
d2ω 1 五i-= h2 ¥w(x+h)ー 2w(x)+ w(x-h) 
のごとくである o 乙のように 1個の座標変数について奇数階の徴係数を含む方程式を階差化する
と，いわゆる平均階差を用いることになるが，本論文の三角座標を用いる方法では徴分方程式の階
差化にこの平均階差を用い
なくてもよいことになる D
乙れに反して斜交座標や直
交座標でもせん断座屈の場
合には平均階差を用いなけ
ればならぬことになる。
上述のようにして徴分式
を階差化したものの一例と
して正三角形板の場合に対
するラプラエ演算子を階差
イじしたものを第2図に示
すロただし， 0内の数値は
その格子点における関数の
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第2図 正三角形板に対するラプラス演算子の階差表示 (h:格
子間隔) (a) (b)三角座標 (c)斜交座標
値lζ乗じて加えるべき係数の値を示す。乙の階差表
示式は， Southwe1l2)， Tirnoshenko3)の求めた表示
式に一致するが， Collatz4!の求めている二重ラプラ
ス演算子のそれとは一致しない。また，斜交座標に
よる二重ラプラス演算子を階差化すると第2図(a)
に比べて乗ずべき係数が異なる以外!C，A印の 2個
の格子点がなく B印の 4個の格子点が表われる D し
たがって問題を解くとき三角座標によるのと斜交座
標によるのとでは同じ格子間隔の格子網を用いた場
合，全体の未知数の数(内部格子点の数〉はもちろ
ん両者が等しいけれども 1つの方程式に含まれる
未知数の数は三角座標による方が少なく，方程式が
対称的であることなどと相まって計算はそれだけ容
，6'6 
.oz alS a'4 a，j al2 a，t 
第3図 (正〕三角形板格子点 (n=5)
ち
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易になるものと思われるo また三角形内部の各格子点に対して (1)式の階差方程式をたてると三
角形外部の格子点として，たとえば第3図において三角座標を用いたときにはt a1---a15の格子点
が含まれるのに対し，斜交座標 ~， η を用いると角， au の点がなく代りに b1>b2が含まれ，さらに境
界よりと遠くミ離れた ba"....，んの点がと多くミ含まれることになる。この乙とより三角座標を用いる
方が一般に近似の良い結果が得られるのではなし功ユと d思われる D なお， (6)式の形の三角座標を
用いると，斜交座標を用いるよりもさらに速く離れた外部格子点が含まれてくるので一般に良い結
果を期待することはできないのではないかと思われる O
3 境界条件式の階差化
叔の周辺が支持または固定の境界条件は，直線境界に対して次のように与えられる O
支持 W 0， 82w/8v2 0 
固定; ω 0， 8w/8ν= 0 
ここに νは境界に対する法椋方向とする O さて，乙れら条件のうち周辺で ω=0の条件は周辺上に
?ー
? ???
?
、 、• • • • • • 
、 ? ?
??
格子点がくるように格子網目が選ばれてあるから問題はない O 傾斜 (δ卸/8).) またはモーメント =0
の条件は二等辺三角形の底辺または直角三角形の直角を挟む両辺に対しては境界に対し対称の位置
に格子点があるから
Wa 卸a' または Wa - Wa' ••••••••• (12) 
などによってその条件が与えられるくα，ゲは対称位置にあるそれぞれの格子点番号，第 4図参照)。
したがって直角二等辺三角形板および正三角形板の場合
外部 には，境界条件の階走化は極めて簡単であって (12)式
境界 で与えられる口同じように頂角1200の二等辺三角形板の
場合にもすべて境界に対して格子点が対称位置にあり
肉都
(12)式を適用することができるが，この板の場合には
乙の方法が必ずしも良い方法と言えないことは後の議論
および計算例によりあきらかとなるであろう o
さて一般の場合には，格子点が境界に対して対称位置第4図境界付近格子点
にないが，このときの境界条件式を階差化するのに次のような方法が「第 1法」として考えられる。
それはたとえば第4図のように外部格子点a，b，c，……の境界に対する対称点a'，b'，c'・.，…を求め，
それらに対してく12)式の条件を適用し，さらに印刷卸b'，……の値としては内部格子点1，2，3，・
における値叩1，W2，……を用いて適当な Lagrangeの補間公式5) ~乙よって表わす方法である白たと
えば Wb'に対して，
一次補間 Wb' 卸2 +ρ(卸a-W2)
ρ 
二次補間; 肌叩2十三Z(町一卸1)十 15(W3十W1ー 2却2)
ρ-1 f___ (ρ-1)2 
Wb' 叫十 -E-W4-W2)十一一一一(卸4十W2-2wa)2 
などの条件と(12)式の条件を用いる方法である O ここにρは第4図に示すように対称点a'，b'，c'，
…・・の位置を与える 1より小さい定数である口この方法によるときは外部格子点より境界直線に下
した垂線の足が境界の延長上にくるときは(12)式を境界条件とすることは多少不合理的な意味が
ある口それは境界の延長上では必ずしも W=oとは考えられないからである。乙の意味で内角がす
べて90。より小さい鋭角三角形板では，三角座標により問題を扱えばこのような不合理な点は生じ
? 、 ，
?
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?
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、? ? ? ? ? ?
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鈍角三角形板に対しでも上述のような不合理性を生じない方法として次のような「第2の方法」
が考えられる D それはたとえば固定脱界の場合，第1図のOA辺を第4図の境界としてく3)の第
2式を階差化し上述のρの記号を用いて変形すると次のように表わされる D
(1 +ρ〉却α 十 (1--ρ) Wb = (1十 ρ)Wz + (1 -ρ) Wl 
(1十 ρ)Wb十 (1-ρ)卸 (1十 ρ)w3十 (1-ρ) W2 
、???? ??、 、• • • • • • • • 
、? ? ? ?
， ，
OB，AB辺に対しても座標変数が対称的l乙含まれるように awjθν=0の式を表わして階差化する
ーーすなわち (14) 式を各辺に対して適用するものとする O 同じようにして，モ -;J.~ ト =0 の条
件を階差化すると (14)式の一方の辺全体の符号を変えたものになる O 乙の (14)式を境界条件と
して境界上の格子点(隔角の点を除く〕に適用すると各辺について 1個合計3個だけ外部格子点よ
り少ない数の境界条件式が得られる D 不足の条件は第 1法によるく13)式を各辺に対して 1個用い
ればよい。二等辺三角形の底辺および直角三角形の直角を挟む両辺に対しては(12)式による条件
と，第2法による条件とは結果が完全に一致する口なお，たとえば (13)の第2式を (14)式に代
入して順次 WC，Wd，……を求めると，
(ρ+1) ，_. _.， ， (戸+1)2加c- 叫十一一言一~(W3-Wl) 十一一2'~(W3十wl -2 W2) 
P(l+P) (~，，2ρ+2(... ...¥1 (ρ+2) 2 (M. 1~" Ó)~" ¥ i 
即a- (1-初五万円十-2-一(叩3-Wl)+一三一一(叩3+Wl-2w2)J 
「 ρ+1(.. . ¥ I (ρ十1)2，. 1... . O)... ， i十万二五)万弓アL卸 3十-3-(W4-WE)+一三一(W4十即2-2w3)J 
のように順次補外 (ρくOならば補間〕または補外した値のある附重平均となって (13)式の特別
な場合となる口第 1法によっては不合理的な取扱いしか出来ない外部格子点〈鈍角三角形のときに
. (15) 
表われる〉に対して第2法では一応合理的に扱う乙とができる。
さらに本論文のように一様厚さの平板の問題のときにはすでに述べたように徴分方程式は (1)
式で与えられ，これを階差化したとき外部格子点が含まれてくるのはムム却の項の為である口し
かるに本論文のように階差化するときに平均階去を用いなくてもよいように徴分方程式が変形しで
ある場合には， (1)式を階美化した式の中に含まれる外部格子点は(14)式の左辺の項が組にな
って含まれるのでs 第 2法によるときく13)式の条件を追加しなくても問題を解くことができる。
次節の計算例において第2法というのはこのようにして計算したものである O なお，斜交座標によ
って境界条件を表わし階美化したものは第1法による条件と一般に両立し得ないし，また外部格子
点数に比して境界条件の数が不足し問題を解き得ないロしたがって次節の計算例において単に斜交
座標と書いてあるのは境界条件はすべて第 1法lとより扱ったものである o
4 数値計算例
以上述べた種々の解法を比較するために周辺がすべて支持または固定された種々の形の三角形板
に対して数値計算を行ない，結果や計算の難易などを比較した。具体的な計算法は他の文献に詳し
く述べてあるので本論文では結果のみを以下に示すが，ここで以下l乙示す表などに記しである記号
など共通の事項についてまとめて説明しておく o
(1) 本論文の題目と直接には無関係であるが，一様な膜の振動の固有値も計算した。微分方
程式は次式で与えられる o
ム叩十手 W 0 
ただし， ρ:膜の面密度， T:単位長当りの張力
、 、 ， ?????、 ?
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(2) kはそれぞれの場合における座屈荷重または振動数を与える無次元の固有値である口
圧縮座屈 k= NzL2/D 
せん断座屈 k=N勾L2/D
板の振動 k= (ρtw2L4/D)を
、】
?
????、• 
、? ?
， ? ?
? ? ? ? ? ?
膜の振動 k ρω2L2/T
ここに Lは二等辺三角形のときは等辺の長さ，内角 300，600 の直角三角形のときは斜辺の長さを
表わす。
く3) hは格子間隔，nは三角形の辺長を等間隔に分割する数(第3図参照〉である ohを小，
すなわち，nを大!こすれば一般的には近似が良くなることが期待されるo なお表のnの欄の括弧内に
記しである数字は未知数の数〈固有値問題のときは行列式の次数〉で，たわみ波形に対称性がない
場合には内部格子点の数に一致する。表より分るように本論文では特別の場合を除き未知数の数が
4までの比較的低次近似の範囲のみ計算を行なった。
(4) 表に示しである誤差とは計算値と正確値の差の正確値に対する割合を言うが，乙乙での
正確値としては必ずしも厳密な意味の正確値のみならず，他の方法により求められた比較的良好と
思われる近似値引も含まれる。
(5) h2ー補外，(h2， h4)-補外7)について;分割数nのときの hの値を丸，n=∞のときのそ
れを九 〈正確値)とするとき
ん - kn = C1h2 (C1 :定数〉 ・H ・H ・. (18) 
すなわち
F‘ F ι-k拍=とZ「
町 一 n" (C1' :定数〕 . (19) 
と仮定し 2個の丸の値を用いて九を求めることまたはその値をがー補外〈値〉と言うことにす
る。乙のときたとえば k3，k4の値を用いて k帽を求めたときには nの欄に 3，4と並記しである口ま
たそのときの九の値を k3'4と示すことにする。以下同様にしてたとえば (h2，h4)-補外と書いて
あるのは，
C1' C?" ι-ι= ー~+一一一
同吋 n" n" (C1'， Cど:定数〉 . (20) 
と仮定し 3個の n!乙対する丸の値を用いて九を求めることを表わす。とのような h唱の推測法
としては上述の外に
ι-k品 c
n'" (C，α:定数)
、??ょっ ??? 、
と仮定し3個のn!乙対するんの値を用いて九を求める方法的もあるが，本論文では上述の方法に
よった。なお，第2表以下においてはnの欄に単に 3，4あるいは 3，4，5のように書いてがー補外な
どの文字の記入を省略したものもあるから注意されたい口またこのような補外によるんの推測は
hの値がnの増大と共に単調に正確値に近ずくもののみについて適用すべきであるわが本論文では
一応形式的に全部に適用してその結果を示した。
さて次に計算結果の例を示す。
( i ) 正三角形板;正三角形板の一様圧縮座屈および振動問題の固有値hを三角座標および斜
交座標により求めた結果をそれぞれ第l表，第2表に示す口この表より次のようなことが認められ
るO すなわち，三角座標を用いて計算すると;一一
(a) 周辺支持の板の一様圧縮座屈，振動および膜の振動固有値は完全に一致するO
(b) 得られた固有値は nを増すにつれて絶対値の E小さいミ方からた単調ミに正確値に近ず
くc
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3 (1) 
4 (2i 
5 (4) 
3. 4 
4， 5 
3，4，5 
57.60 I 十 9.4
59.50 1 十13.0
58.91 I +1l.9 
61. 94 1 十17.8
57.88 I 十10.0
55.59 I十 5.6
65.73 I -33.6 
86.01 1 -13. 1 
88.43 -10.7 
112.10 !十13.2
92.72 I十 6.4
81.83 ! -17.4 
1 九=凶.412 ん =99凹正確{直 h曲 =52.63789
第 3表 直角二等辺三角形板のせん断座屈固有値の計算結果一一ー直交座標と三角座標の比i院
(等辺に沿うでせん断力が作用する場合)
i 周 辺 支 持 |周辺固定
n 直交座標 |三角座標 |直交座標|三角座標
i k 誤差 51 I k 誤差 % k k 
3 (1) 288.0 + 152 72.00 - 37 432.0 108.0 
4 (2) 174.2 十 53 85.80 - 25 320.0※ 137.8 
5 (4) 145.8 十却 94.52 - 17 329.3 184.0 
3. 4 27.9 - 76 103.54 -9.3 176.0 176.2 
4， 5 95.2 - 17 110.02 -3.7 345.8 266.0 
3，4，5 133.0 + 17 山 66 -0.5 441. 3 316. 0 
i_ iE干し ん=山 |不明
※ とれは逆対称波形に対する値で，対称波形のときは根が得られない。
第4表 三角(直交)座標による周辺支持の内角 300，600を有する直角三角形板の一様圧縮座屈固有情
の計算結果一一境界条件の取り方の相違lζ対する比較
l J 1二:三一 第 三二::77-- -Ji二竺 2三コn 一次補間|一次補 n日|三次補間| 一一一一卜一二一一一 一一|一一一一一一一l5T"i k 誤差封
一一一一 _I_k__--'一程差忽 k 誤差ー箔 k____JML差J笠L L一 一一
3 (1) 99.75 i -18.8 I 100.05 I -18.5 I 99.22 Iー19.2 96.00 I -21. 8 
4 (3) I 10仇30 I -12. 6 I 106. 94 I -12. 9 I 107. 51 Iー12.5 I 103.20 I -16.0 
3，4 I 117.02 I - 4.7 I 115.80 I - 5.7 I 118.17 I - 3.8 I 112.47 - 8.1 
正確値ん =122.8217
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ts 5表 Ji，i辺支持の内角 300，600を有する直角三角形板の一様圧縮座屈，振動および膜の振動の存固有
値計算結果一一各種一三角座標の比較(境界条件の取り方は第2法による)
1200頂角二等辺三角座標 | 正三角座標 | 直 交 座 標 l 
n k 誤差彪 I n I k I誤差猪 I n I k I誤差路 1
4 (1) i 96.00 -21. 8 I 4 (1) I 74.67 -39.2 3 (1) I 96.∞ I -21. 8 
5 (2) 107.64 -12.4 I 5 (2) : 89.70 I -27.0 I 4 (3) I 103.20 I -16.0 
6 (4) 113.60 - 7.5 I 6 (4) i 98.89 I -19.5 I 5 (6) ! 109.57 I -10.8 
4， 5 I 128.34 十 4.5 I 4， 5 I 116.42 I -4.9 3， 4 I 112. 47 I -8. 1 
5， 6 127.12! 十 3.5 I 5， 6 I 119.79 I -2.4 I 4， 5 I 12・89 I -1. 5 
4，5，6 " 126.15 i 十 2.7 I 4，5，6 I 122.49 Iー 0.3 I 3，4，5 I 125.63 I十 2.2
正確値ん =122.8217
抱一6表等分布荷重をうける正三角形板
の中心におけるたわみ，モーメン
ト(三角座標による計算結果)
周辺支持|周辺固定 l
n I wju古|肋M [wjWt I MjMt [ 
(c) 補外値も同じ傾向を有する。
(d) 一般に周辺支持の場合の方が固定の場合より
も近似が良い。
(e) 表からのみでは分らないが固有値を計算する
ための行列式は対称となる口
~ ~~~ I ~. ~~~~ I ~.鵬2 I ~.~∞2 I 2.Z~川 乙れに対して斜交座標を用いると，膜の振動の場合
6 (3) I 1.0833 I 1.凪氾oI O.4765 I O.5344 ! 
9 (7) 1 1.0370 1 1.∞0010.374410.4903' (このときは外部格子点が含まれない乙とに注意〕を除
3，6|1.00∞I ~.∞ωI ~. ~~~~ I ~. ~~~~ i き上のような特徴がほとんど認められない。そしてI 1.0000 I 1.ω00 I 0.2927 I 0.4551 I 
3，6，9 : 1. 0∞o 11.000o 1 O. 2915 1 O.必42i (刊 紙座標による計算値は三角座標による値よ
wr- l qL4t りも常に大きいく計算例のnの範囲では誤差は小さしつ O
ε 王否g---rJ，周辺支持の板の正確肝
} けれども上の (b)(c)の性質がないことは正確値Mt=~_qL2 ¥ (トポアソン比)
C-n-f+V" J を推測するときの大きな欠点、である口また (e)の性質
がないことなども加わって一般に計算は面倒であるロ
(ii) 直角二等辺三角形板;乙の場合に三角〈直交〉座標を用いた場合のみ計算した。圧縮座
屈，振動の場合の結果は紙面節約のため省略するが上の (a)--(e)の特徴はすべて認められた。
三角座標と直交座標とはせん断座屈の場合のみ方程式の形が異なることは既に述べたが，その比較
のため計算を行なってみた。その数値計算結果を第3表に示す。ただしhの負根(斜辺が圧縮方向
のせん断座屈を表わす〉は nニ 5までの範囲では両者とも存在じないので表には示してない口この
表よりみると，三角座標を用いるとnが増すにつれて丸は小さい方から単調に九に近ずいているの
に対し，直交座標を用いると大きい方から近ずいているのが注目される口これは徴分方程式を階差
化するとき平均階差をとったためではないかと思われる。先に述べた(f)の性質もこのことが原
因となっているためではないかと思われる口また周辺固定の場合直交座標を用いると対称波形に対
するhの根が得られないが三角座標では得られる乙とは面白い。もっとも三角座標を用いたときの
根についても多少奇妙な点が存在する O それは他の場合にそうであるように
I ks-k4 1 く Ik4 - k3 I 
となる乙とが期待されるにもかかわらず
1 k5- k4 I > I k4-k3 I 
となっていることである o このためであると思われるが n=6のときの hの値を求めてみると，
k6 = 207.7 
となり， ks， k6を用いたがー補外値は，
k5 ，6 261. 6 
となって，単調に正確値に近ずかない。これは恐らく hの値がし可わば特別なためであろう。もっと
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もこのような例は著者の計算した限りではこれのみであった。
(ii) 内角300，600の直角三角形板;乙のときは三角〈直交〉座標によると外部と内部の格子
点は斜辺境界に対して対称の位置にこないから，第3節で述べたように境界条件の階差化の方法に
よって結果が異なる乙とが考えられる口それを見るために周辺支持一様圧縮座屈の場合につき計算
してみた。その結果の一部を第4表に示すD 乙の例よりみると次の事が成立するようである O
(g) 補間公式の相違による結果の差は大きくはない。
(h) 第2法による hの値は第1法による値よりも大きくはない。
次に直角三角形板の問題は，二等辺三角形板の対称軸上のたわみを0とするく逆〉対称たわみの
場合の解としても解き得るので，直交座標，正三角座標， 1200頂角二等辺三角座標および対応する
斜交座標により一様圧縮座屈，振動の場合について計算してみた。その結果の一例を第5表に示
す口この表を見ても分るように，境界条件の階差化として第2法によれば補外値が正確値より必ず
しも小さくはないことを除いて前述の (a)--(e)の性質が認められる口乙の補外値と正確値との
大小関係が異なるのは主として用いた座標系が異なるためではないかと思われる O なお斜交座標
による計算結果は示してないがs 乙れについても正三角板の所で述べたくf)などの性質が認めら
れた口
以上に述べた例の他に 1200頂角二等辺三角形板の一様圧縮屈および振動問題についても計算し
た口その結果を示す乙とは省略するが上述の性質はすべて成立するようである O ただし境界条件の
階差化に第 1法を用いたときは (b)(c)の性質が成立しない一一特に計算値が正確値よりも大
きいとともある O これは第3節で述べたように外部格子点より境界に下した垂線の足が境界の延長
上にくる乙とがその原因の一つになっているのではなし可かと思われる O
くiv) 曲げによるたわみ，モーメント;以上は固有値問題に対する計算伊jであるが，曲げ問題に
対する例として等分布荷重をうける正三角形板について正三角座標により計算したD 中心における
たわみおよびモーメント (Mrx;=Aιとなる〉についての計算結果を第6表に示す。周辺固定の場合
についての正確値は求められていないが大体次のような乙とが成立すると思われるコ
( i ) たわみ，曲げモーメントの値およびその補外値は正確値に一致するか，または大きい方
から単調に正確値に近ずく口曲げ問題はこの一例しか計算しなかったので上の性質が常に成立する
か否かについては分らないが2 固有値問題のとき (b)の性質が成立していることを考えると少な
くともたわみの計算値は常に正確値より大きいのではないかと思われる。それは共に板の曲げに対
する抵抗が小さくな。たことに相当するからである D
5 結 論
三角形板の座屈，振動，たわみなどの弾性問題を階差法により解く一方法について述べ，座標系
として三角座標を用いる方法が斜交座標を用いるより一般に計算が簡単になる乙とを示したD 特に
境界条件の階差化lこ第 2法を用いると，周辺固定の直角二等辺三角形板のせん断座屈の場合を除き
くこの場合は他の方法でも満足な結果を得られないことは示した〉著者の計算した限りの例による
と本文中で述べたような注目すべき性質のあることが認められた。特に
(1) 格子間隔を小さくするにつれて座屈，振動問題の固有値は小さい方から，たわみは大き
い方から単調に正確値に近ずくこと。
く2) その補外値もまた単調に正確値に近ずくこと
の2つの性質は特色あるものと思われる口乙れによって格子点の数の少ない計算容易な低次近似の
計算により良好な近似値を得ることができるものと思われる o
終りに種々御指導をいただいた東京大学の林教授，小林助教授，数値計算をしていただいた当時
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の機械工学科学生，吉田幸雄君に感謝の意を表する D なお，本論文は日本機械学会第38期通常総会
(36.4.5)において講損したものをまとめたものであることを付記する O
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